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History of Mathematics in the Learning of Mathematics.
Analysis of the Sources

Summary: In recent decades the use of history of mathematics, as a resource for the teaching of
mathematics, has raised in Catalonia. The formative role of the history of mathematics in the
learning for either teaching math or achieving a global view of mathematics, is indisputable. In
the different courses of history of mathematics imparted these recent years, both in the initial and
permanent training of teachers, we have analyzed several activities implemented in the classroom
related to certain historical contexts of the curriculum. These historical cases already studied
should be published in order to serve as a model for designing new activities. The aim of this paper
is, from the analysis of the used sources in the activities, to propose criteria for their choice so that
they are appropriate for the learning of mathematics. This analysis allows us to present some
historical activities that verify these criteria.
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Introduccio’

El coneixement de la historia de la matematica pot contribuir a enriquir la tasca
docent (Calinger, 1996). Aquest enriquiment té una doble vessant: proporcionar
una visio diferent de la matematica a I'alumnat i facilitar-ne el seu aprenentatge.

1. Aquesta investigacié compta amb el suport del projecte HAR2013-44643-R i de '’ABEAM (Associacio
de Barcelona per a I'lEnsenyament i Aprenentatge de les Matematiques).
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La historia de la matematica aporta al professorat una nova perspectiva més completa de la ma-
teria, que el capacitara per a oferir una formacio cientifica molt més amplia. Ltis de casos historics és
un dels recursos que es poden emprar per a millorar la transmissio i assoliment dels continguts ma-
tematics i també per a actuar de revulsiu en aquells casos en que I'alumne no troba motivacié en la
matematica. El professor coneixedor de la historia de la matematica tindra elements al seu abast per
a transmetre als alumnes una percepcié d’aquesta disciplina com a ciencia 1til, dinamica, humana,
interdisciplinaria i heuristica (Massa Esteve, 2003).

Les matematiques han estat una ciencia util per al desenvolupament de les diferents civilitza-
cions. Actualment son fonamentals en tots els camps de la ciencia. Son una ciencia dinamica, en
constant evolucio, que sap adaptar-se a les noves situacions que es produeixen i sap treure profit de
les noves eines tecnologiques. La matematica és una ciencia fruit d'una activitat humana i, si aconse-
guim que els alumnes la vegin aixi, probablement la percebran com a més propera i assequible. Es
important fer notar, sempre que sigui possible, les connexions de la matematica amb altres ciencies.
Es aquesta interacci6 la que ha permes sovint el desenvolupament de totes elles. lanalisi de proble-
mes historics resolts amb metodes diversos permeten fomentar en 'alumnat l'interes per la recerca
(Weeks, 1997).

També cal remarcar que no tan sols com a professors, sin6 també com a matematics, la historia
de la matematica aporta una millor comprensio dels fonaments i de la naturalesa d’aquesta disciplina
(Jahnke et al.,1996). La historia de la matematica proveeix els amants d’aquesta ciencia d’elements
de comprensio més profunda dels conceptes i les tecniques matematiques d’ts quotidia a les aules
(Katz, 2000). Ajuda a comprendre com i per que s’han format les diferents branques de la matema-
tica: l'analisi, l'algebra, la geometria, etc., les seves diferents interrelacions i les relacions amb les
altres ciencies.

La historia mostra que les matematiques s’han emprat per a resoldre problemes relacionats amb
l'activitat humana i per a donar significat al mon. A més, permet observar com les seves parts s’han
anat forjant en una reiterada interaccio aplicacio-desenvolupament. Aixi, la geometria, que va néixer
per mesurar, va evolucionar amb els problemes de mesures; la trigonometria es va anar desenvolu-
pant per resoldre problemes d’astronomia i també de navegacio; l'algebra, que va rebre un impuls
important en solucionar problemes d’aritmetica mercantil, durant el Renaixement va esdevenir una
eina imprescindible en la resolucié de problemes geometrics, de teoria de nombres, etc. Sense cap
mena de dubte, tots aquests coneixements historics faran que s'enriqueixi la formacié matematica de
l'alumnat.

Com a membres del Grup d’Historia de les Matematiques de TABEAM, hem dissenyat diverses
activitats que hem experimentat a 'aula (Romero & Massa, 2003; Romero et al., 2006; Guevara et al.,
2008) i hem constatat, que si bé la majoria han estat interessants per a I'alumnat, no totes elles han
contribuit d’igual manera a I'aprenentatge de les matematiques.

Lobjectiu d’aquesta comunicacio és, a partir de I'analisi de les fonts que hem utilitzat en les di-
verses activitats, proposar criteris per a la seva tria de manera que aquestes siguin rellevants per a
l'aprenentatge dels conceptes o dels processos matematics.

La historia de les matematiques en el curriculum de matematiques
Las de la historia de les matematiques com a recurs per a l'ensenyament de les matematiques ha
experimentat un gran impuls a Catalunya durant les darreres decades. En el curriculum de 2007
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(Decret 143/2007), després dels blocs de continguts ja es proposaven per a cada curs una serie de
contextos historics relacionats amb els continguts del curs corresponent.

En el cas de 3r ’ESO, per exemple, la llista incloia, entre d’altres, la resolucio geometrica d’equa-
cions i el naixement de la teoria de probabilitats.

En el curriculum de 2015 (Decret 187/2015), aquestes possibles aproximacions historiques han
passat a formar part dels blocs de continguts.

Per exemple, entre els continguts de 4t curs corresponents al bloc d’Espai i Forma, hi figuren: «El
naixement i primer desenvolupament de la trigonometria al llarg de la historia i la historia de la
introduccio a les coordenades cartesianes».

Per tant, en els continguts es fa clara referencia a la historia de les matematiques de la qual els
alumnes n’han de coneixer alguns episodis al mateix nivell que han de saber, per exemple, resoldre
triangles rectangles.

Consideracions sobre la introduccié de la historia de les matematiques
per a I’'aprenentatge de les matematiques
Els continguts del curriculum relacionats amb la historia de les matematiques es poden impartir
atenent només a 'evolucio al llarg del temps del concepte involucrat, que pot il-lustrar una mica el
que es coneix com a principi genetic, que considera que l'intel-lecte huma reprodueix els passos que
ha seguit I'evolucio historica dels conceptes matematics. Pero potser el més interessant és utilitzar
fonts originals o traduccions reconegudes per tal de dissenyar activitats que contribueixin a aprendre
conceptes i processos matematics a través de la seva historia. Mostrar les dificultats que hi ha hagut
al llarg de la historia per tal de donar resposta a determinades preguntes que s’ha fet la humanitat o
per a resoldre determinats problemes, pot contribuir a motivar alguns estudiants que a vegades, pel
tipus d’ensenyament que han rebut, creuen que les matematiques consisteixen a aplicar una serie de
formules sovint complicades, la comprensio de les quals esta reservada només a ments privilegiades.

Com que es tracta que 'alumnat aprengui matematiques a través de la historia, i no solament
historia de les matematiques, no tots els episodis historics ni totes les fonts son apropiades per a
dissenyar activitats per a implementar a l'aula.

Per tal de triar una activitat basada en textos historics que contribueixi a 'aprenentatge de con-
ceptes o al desenvolupament de processos matematics, proposem fer-nos les preguntes segtients:

* La font esta relacionada amb el contingut historic del curriculum?

* Contribueix de manera significativa a la millora de I'aprenentatge de les matematiques?

* Ha representat la resposta a alguna pregunta clau que s’ha fet la humanitat?

* Es cabdal per a entendre I'origen del concepte que s'ensenya?

* Estimula la reflexio matematica?

* Desperta la curiositat? Potencia el raonament? Ensenya nous metodes?

Presentarem tot seguit una serie d’activitats que pretenen il-lustrar la resposta afirmativa a cadas-
cuna de les preguntes.

La font esta relacionada amb el contingut historic del curriculum?
La segtient activitat esta relacionada amb el contingut historic del curriculum, concretament amb el
que s’especifica a 3r d’'ESO com:
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Mesures indirectes (CC11, CC12).2 Estimacio. Precisio, exactitud i error. Historia de la mesura del
cel (radi de la Terra, distancia Terra-Lluna...). Us de les mesures indirectes per a la resolucié de pro-

blemes en contextos diversos.

La font que emprem és una obra d’astronomia: Sobre les mides i les distancies del Sol i la Lluna,
d’Aristarc de Samos (ca. 310 aC - 230 aC). Lobra suposa un intent de calcular les distancies Sol-
Terra i Terra-Lluna amb un metode original, rigords i correcte, malgrat que, a causa de la imprecisio
de les mesures, el resultat no ho va ser (Aristarco de Samos, 2007).

Aristarc parteix de sis hipotesis sobre les mides i les distancies als astres i mitjancant divuit pro-
posicions demostra tres tesis. La tesi més important és la que es demostra a la Proposicié 7: «La dis-
tancia al Sol des de la Terra és més gran que divuit vegades, pero més petita que vint vegades, la
distancia a la Lluna des de la Terrax.

Ficura 1. lllustracioé de la Proposicio VI (Aristarco, 2007: 109).

A partir de la Fig. 1, prenem A com el centre del Sol; B, el centre de la Terra, i C, el centre de la
Lluna quan se'ns mostra partida per la meitat; aleshores, CB representa la distancia a la Lluna des de la
Terra i AB representa la distancia al Sol des de la Terra. Hem de demostrar que: 18 CB < AB < 20 CB.
Aquesta demostracio és la que treballem amb els alumnes a I'activitat d’aula (Massa Esteve, 2005b).

Les estrategies matematiques emprades en la demostracio son: traslladar el problema del triangle
Sol-Terra-Lluna a un triangle semblant construint una circumferencia adequada; utilitzar com si fos
coneguda la relacié entre els angles i les seves tangents; emprar la proporcio establerta entre els seg-
ments que determinen la bisectriu d'un angle d'un triangle i els seus costats, i, finalment, aproximar
V2 per 7/5.

2. Aquest tipus de sigles fan referencia als continguts clau que sén una novetat d’aquest curriculum i estan identificats
per a cadascuna de les arees del coneixement. El contingut clau CC12, per exemple, és: relacions métriques i calcul de
mesures en figures.



HISTORIA DE LES MATEMATIQUES PER A CENSENYAMENT DE LES MATEMATIQUES. ANALITZANT LES FONTS 63

Contribueix de manera significativa a la millora de I’aprenentatge de les matematiques?
La matematica grega, basada en la geometria, pot fer també la seva aportacio a 'aprenentatge de les
matematiques. En els Elements d’Euclides (300 aC) es recullen els coneixements matematics de dife-
rents escoles gregues i es demostren moltes proposicions geometriques. Aquesta obra, que es creu
que pot ser col-lectiva, és la que ha tingut més edicions després de la Biblia (més de mil) i és una de
les que més influencia cultural ha tingut al llarg de la historia. Va ser emprada com a llibre de text a
les universitats durant molts segles i va influir extraordinariament en els grans autors de les revo-
lucions cientifiques, com ara Galileo Galilei (1564-1642), Isaac Newton (1643-1727) i d’altres. Els
Elements consten de tretze llibres: els sis primers dedicats a la geometria plana; els tres segtients a
l'aritmetica (o teoria de nombres); el dese tracta dels incommensurables, i els tres tltims, de la geo-
metria de solids.’ Pel que fa a I'estil de 'obra podem qualificar-lo d’ordre axiomatic i rigorés. Cada
llibre té la mateixa estructura, primer els axiomes /o postulats, seguidament les definicions i, des-
prés, les proposicions, cadascuna amb la seva demostracio. Es demostra tot a partir d’hipotesis clares
i de propietats explicitament establertes, anotant al marge les proposicions i les definicions que esta
emprant. Cal remarcar que en el text d’Euclides no hi ha simbols, ni nombres, ni expressions alge-
braiques, només figures i relacions entre els costats i les figures; és a dir, només hi ha geometria:
segments que s'afegeixen i que quan es multipliquen donen figures geometriques. Lactivitat esta
preparada a partir de la proposicié I11.20 que relaciona la mesura de I'angle inscrit amb la de I'angle
central que abasta el mateix arc (Fig. 2).

Ficura 2. Proposicié 20 del llibre Il (Euclid, 1956: 46).

3. Els quatre primers son deguts als pitagorics, el Vi el VI son deguts a Eudox. Els llibres VIII i IX sén també dels pitagorics. El X és
degut a Teetet. El libre XI procedeix de I'escola jonica. El XlI, té diversos precursors pero el métode d’exhaustio, que és el que permet
demostracions rigoroses, és d’Eudox. Finalment, el libre Xlll és degut a Teetet (Dou, 1986: 68).
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Ha representat la resposta a alguna pregunta clau que s’ha fet la humanitat?
En aquest cas, hem triat com a exemple la mesura sorprenentment acurada del radi de la Terra per
Eratostenes (ca. 276 aC - ca. 194 aC). Els detalls d’aquest calcul estaven en una obra intitulada Sobre
el mesurament de la Terra que s’ha perdut. Perd tenim noticia d’aquesta obra per alguns treballs de
Cleomedes, Ted d’Esmirna i Estrabo. Tot i no disposar en aquest cas de la font original, creiem que
l'interes de l'activitat compensa aquesta mancanca. Eratostenes va comparar 'ombra al migdia d'un
objecte a Siena (I'actual Assuan) i a Alexandria. Va suposar que els rajos del Sol eren paral-lels i, rela-
cionant angles, va trobar que la longitud de la circumferencia de la Terra era de 250.000 estadis.
Amb aquesta activitat,” en la qual els alumnes han d’explicar els fonaments del metode d’Eratos-
tenes, poden aprendre com l'observacio, la creativitat i 'enginy poden contribuir a crear coneixe-

ment que permeti respondre preguntes que la humanitat s’ha plantejat al llarg del temps.

Es cabdal per a entendre I'origen del concepte que s’ensenya?

Lactivitat d’aula que respon a aquest criteri empra com a font el text d’Arquimedes La mesura del
cercle (ca. 287 aC), on es calcula una aproximacié al nombre 7 que ajuda a entendren el seu origen.
La proposicio III del llibre demostra que la relacio entre la longitud de la circumferencia i el seu dia-
metre esta compresa entre 3 10/71 1 3 1/7, que representa una aproximacio del nombre 7 entre
3,1408 i 3,1428 (Heath, 1897). Arquimedes comenca inscrivint i circumscrivint triangles en un
cercle i doblant el nombre de costats arriba a poligons de 96 costats. Per tal de trobar I'aproximacio
utilitza el teorema de la bisectriu, el teorema de Pitagores i la relacio entre els angles inscrits i 'angle
central, entre d’altres propietats de la circumferencia (Fig. 3).

Aquesta activitat es pot pautar de manera diferent en funcié de I'objectiu que vulguem aconse-
guir, de manera que se’n pot donar una visié general, sense aprofundir en les demostracions, pero
també es pot guiar 'alumnat en la demostracio deixant que completi els aspectes que creguem con-
venients, en funcio dels continguts concrets que volem que aprengui o de les seves capacitats.

Ficura 3. Demostracio amb els poligons circumscrits (Heath,1897: 94-95).

4. \Vegeu una de les possibles implementacions d’aquesta activitat a I'aula (Romero & Massa, 2012).
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Estimula la reflexio matematica?

Aquesta activitat fa reflexionar els alumnes sobre les relacions entre 'algebra i la geometria en la
historia de la construccio de la solucio de I'equacio de segon grau (Massa, 2005a). Encara que ja es
pot intuir un algorisme de resolucié d’equacions de segon grau a les tauletes babiloniques (1800
aC), correspon als arabs el pas decisiu en el desenvolupament de les regles de 'algebra. Mohamed
Ben-Musa al-Khwarizmi (850 dC), matematic, astronom i membre de la Casa de Saviesa de Bagdad,
va escriure Hisab al-jabr wal-muqqabala (813 1 830), on classificava les equacions fins a segon grau
en sis tipus diferents, explicava el metode per a resoldre-les i justificava les solucions amb quadrats
i rectangles. Qui va difondre en el mon occidental tots aquests coneixements va ser Leonardo
de Pisa, fill de Bonacci (1180-1250), més conegut pel nom de Fibonacci, amb la seva obra Liber
abaci (1202). Lobra de Luca Pacioli (1447-1517) titulada Summa de Arithmetica, Geometria, Propor-
tioni & Proportionalita (1494), que va tenir gran difusio a la seva epoca, va influir en les algebres
renaixentistes, com ara la de Girolamo Cardano (1501-1576), tot i que la relacio entre l'algebraila
geometria pel que fa a 'obtencié de les solucions en aquesta obra es feia utilitzant també quadrats i
rectangles.

Amb l'obra In Artem Analyticen Isagoge (1591), de Francois Viete (1540-1603), que va consti-
tuir un punt clau per a la utilitzacioé de simbols, no només per a representar les incognites, sind
també per a representar les quantitats conegudes, les relacions van canviar. Viete va presentar nous
procediments algebraics relacionant la teoria de proporcié euclidiana amb les equacions, i va fer
palesa la seva utilitat per a resoldre equacions a l'aritmetica, a la trigonometria, pero sobretot a la
geometria.

També més tard René Descartes (1596-1650), en la seva obra La Géométrie (1637), on va cons-
truir una algebra de segments, empra el teorema de Pitagores i un cercle en la construccié que fa de
la solucio de l'equacio de segon grau (Fig. 4).

Ficura 4. Solucié de I'equacio de segon grau (Descartes, 1954: 12-15).
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Cal assenyalar que a I'obra de Descartes ja apareix la formula de 'equacio de segon grau que
emprem actualment.

Desperta la curiositat?

En aquest cas la font que hem triat és una obra del segle XVI, Arithmetica Practica y Speculativa
(1562), de Juan Pérez de Moya (1513-1597), que va arribar a les 30 edicions. El llibre nove d’aques-
ta obra esta escrit en forma de dialeg i tracta diferents punts de vista sobre la utilitat de les matema-
tiques i els motius que aconsellen el seu estudi. Consta de dues parts en la primera de les quals An-
timacho visita Sophronio, que esta malalt, i el troba llegint un llibre d’aritmetica. Aquest sera per a
l'autor el pretext per a parlar de la necessitat de I'estudi d’aquesta disciplina. Antimacho representa
un home del seu temps que s’estranya que hi hagi persones que sentretinguin llegint llibres d’arit-
metica. Nega que els principis de 'aritmetica puguin constituir una ciencia i afegeix que si no hi ha
diners per comptar, no hi ha cap necessitar d’estudiar aritmetica; i si n’hi ha, l'interes, I'avaricia o el
costum poden substituir el coneixement cientific.

Lactivitat esta centrada en un dels problemes que posa Sophronio a Antimacho i consisteix a
entendre I'engany que fa un comprador a un venedor (Fig. 5). Es tracta d'un mosso que va a com-
prar esparrecs i porta una corda per lligar-los. Demana al venedor que li cobraria pel manat que es
pot lligar amb la corda, que fa un pam. Acorden que el preu sera de mig ral. El mosso torna al cap
d’una estona amb una corda de dos pams i paga 1 ral pels esparrecs que hi pot lligar. Igual que el
venedor, Antimacho va trobar que el calcul era correcte. Sophronio li explica 'engany.

Ficura 5. Problema sobre la proporcionalitat (Pérez de Moya, 1562: 701).
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Aquesta activitat a partir d’'un text del segle XVI, el llenguatge del qual es pot entendre perfecta-
ment, permet als alumnes adonar-se que la raé de proporcionalitat entre figures semblants no és la
mateixa per a longituds que per a superficies.

Potencia el raonament?
Aqui hem triat com a punt de partida la correspondéncia entre Pascal i Fermat amb relacié a com
s’han de repartir les apostes en una partida inacabada per tal de ser justos en el repartiment (Romero,
2012). Aquest problema és conegut com el problema dels punts i va ser proposat a Pascal i Fermat
probablement el 1654 i va donar lloc a un intercanvi epistolar entre Pascal i Fermat que va ser fona-
mental per al desenvolupament dels conceptes moderns de teoria de probabilitats. En aquesta cor-
respondencia es posen de manifest els dubtes que tenien aquests grans matematics per a resoldre una
questio aparentment simple.

La situacio és la segient: dos jugadors juguen a un joc en que per cada partida guanyada obtenen
1 punt. El primer que arriba a 6 punts s'emporta el premi, que sén 24 ducats. El joc s'interromp per
causes desconegudes en un moment en que el jugador A ha obtingut 5 punts i el jugador B n’ha ob-
tingut 3. Com s’han de repartir els 24 ducats de manera justa?

Ficura 6. Esquema de Pascal per a la solucid del problema dels punts en la correspondéncia
amb Fermat(Fermat, 1894: 295).

Es plantejara el problema als alumnes sense parlar-los del seu origen i el portaveu de cada
grup exposara la solucio a la qual han arribat (Fig. 6). Aquesta primera part de 'activitat té com a
objectiu que els alumnes s’hagin familiaritzat amb el problema. Després es lliura als alumnes el
text amb fragments de la correspondencia de Pascal i Fermat. Es tracta que entenguin els raona-
ments dels dos matematics i que s'adonin de la dificultat d’arribar a un repartiment que satisfaci
les dues parts.

Ensenya nous metodes?
Hem triat en aquest cas la resolucio de I'equacio de tercer grau en I'’Ars Magna (1545) per Girolamo
Cardano (1501-1576) (Fig. 7).
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Ficura 7. Portada Ars Magna (Cardano, 1545).

La resolucio d’equacions ha estat un motor potent per a la recerca matematica que ha anat poten-
ciant la creativitat dels matematics, de manera que shan hagut d’anar creant noves formes de raonar
quan en augmentar la complexitat d'un problema les antigues no hi podien donar resposta. La resolucio
d’equacions polinomiques de graus 1 i 2 és present al curriculum de secundaria obligatoria i alguns
casos particulars de grau superior es tracten a batxillerat. Poques vegades, perod, s'explica que hi ha
formules per a resoldre les equacions de tercer i quart grau i, en canvi, no n’hi ha per a les de grau 5.

Els alumnes han d’aprendre que no hi ha férmules per a resoldre qualsevol tipus d’equacions i
que, fins i tot, per alguns casos per als quals n’hi ha es poden aplicar metodes més efectius.

Es tracta en aquesta activitat que els alumnes transformin, degudament guiats, una equacio de
tercer grau en una altra sense terme quadratic, de la forma: , i la resolguin aplicant la formula:

Hauran de resoldre després la mateixa equacio per metodes aproximatius, com el de Newton-
Raphson o d’altres, i escriure les seves conclusions.

Algunes reflexions
La realitzacio d’activitats d’aquest tipus, havent triat les fonts de manera acurada, pot aportar a
l'alumnat una visi6 holistica de les matematiques que esta en la linia competencial del nou decret de
curriculum. Les activitats s'introdueixen normalment a partir de preguntes i es relacionen amb el
context i amb les inquietuds o necessitats de I'epoca corresponent.

El fet que en algunes activitats es relacionin continguts de diferents blocs com son la geometria
il'algebra, per exemple, dona coheréncia a aquests continguts que no es veuen com parts aillades de

la materia, siné connectades entre elles.
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La metodologia emprada en la realitzacio d’aquestes activitats té 'alumne com a centre de I'apre-
nentatge, ja que el professor introdueix l'activitat i 'alumne, de manera més o menys guiada, ha de
reflexionar i donar resposta a la pregunta que s’hi formula.

La mostra d’activitats que hem relacionat en aquest text fa palesa la riquesa de la matematica com
a ciencia i, alhora, dona a 'alumnat una visié d’aquesta disciplina més connectada amb la realitat i,

per tant, més propera.
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